Pour les questions avec vrai/faux, il est demandé de justifier vos assertions.

Par exemple, si vous dites qu'une fonction est bijective, il est impératif
que vous expliquiez pourquoi (ou que vous disiez que ¢a a été vu en cours,
ou que c’est évident (si c’est vraiment le cas)).

Onnote C* = C\{0}, D (z,6) ={w e C: [w— 2| <€}, D(z,6) ={w € C: |w— 2| < ¢},
D=D(0,1),D=D(0,1),0D=D\D, Ry ={z € R:z >0}, R* =R\{0}

et RT =Ry NR*.

On rappelle qu'un réseau A C C est un ensemble de la forme {mu + nv : m,n € Z}

pour u,v € C*, u/v ¢ R.



1. Soit f : C* — C une fonction holomorphe. Alors on a
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lim f(e") e ™dt = lim f(e") e ™dt = 0.
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Si vrai, prouvez-le, si faux, donnez un contre-exemple.

Vrai. Pour une fonction holomorphe sur C*, on a qu’elle est donnée par

une série de Laurent )7 a,z"; on voit (soit en utilisant la formule

. . 27 i i .
vue en classe, soit directement) que [;" f (e") e=*dt donne le coefficient
an. Comme la série est censée converger sur C*, elle converge aussi en

oo .
1, et cela donne que >~ __ a, doit converger. Et donc a,, — 0 quand
n — Foo.



2. Soit f : D — D une fonction holomorphe surjective avec f (0) = 0. Alors
il existe 6 € R tel que f(z) = ez. Vrai ou faux? Si vrai, prouvez-le, si
faux, donnez un contre-exemple.

Faux, prenons par exemple f (z) = 2% (notons que si on avait injective
en plus, ¢a serait vrai).



3. Soient f,g: R — R des fonctions C* telles que f/g admet un prolonge-
ment analytique sur C. Alors f et g admettent un prolongement analy-
tique sur C. Vrai ou faux? Si vrai, donnez une preuve, si faux, donnez un
contre-exemple.

Faux, prenons par exemple f(z) = g(z) = 1/(2*+1). Leur rapport
admet un prolongement analytique sur C tout entier, mais individuelle-
ment elles ont des poéles sur C.



4. Soit f : D\ {0} — C une fonction holomorphe telle que f'/f est méro-
morphe sur D. Alors f est méromorphe sur D. Vrai ou faux? Si vrai,
prouvez-le, si faux, donnez un contre-exemple.

Faux, prenons par exemple la fonction f(z) = e'/# qui n’est pas méro-

morphe, mais telle que f’/f Uest.



5. Pour t € R, notons f; : R% — R la fonction définie par f; (z) = 2. Pour
quelles valeurs de t est-ce qu’il existe un prolongement analytique de f; a
un domaine U avec R* C U C C.

Pour toute valeur de t € R, il existe un prolongement analytique: prenons
U = C\ iR_ (le plan fendu par la demi-droite imaginaire négative), qui
contient R*. Ony prend la détermination de 'argument dans (—m/2, 57/2)
(par exemple), qui détermine un log log et on prend f; (z) = exp (tlog (2)).



6. Soit f une fonction entiére telle que
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sup lim sup —yg fi(z)dz =1.
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Alors il existe o, 8 € C tels que f(z) = az + . Vrai ou faux? Si vrai,
justifiez, si faux, donnez un contre-exemple.

Vrai. La formule nous dit que le nombre de solution a I’équation f (z) = w
pour w donné est toujours au plus 1. Par conséquent la fonction est in-
jective. Si on regarde le développement en série & l'infini de f (si vous
n’étes pas a laise avec ¢a, prenez g (z) = f (1/z) au voisinage de 0), on a
qu’il ne peut pas avoir une singularité essentielle, car sinon par Casorati-
Weierstrass on aurait une contradiction avec 'injectivité; il ne peut pas y
avoir un poéle d’ordre n > 1 non plus car sinon on aurait plusieurs préim-
ages pour un point donné (on serait un polynéme de degré n > 1). On est
donc un polynoéme d’ordre 1, ce qui I’énoncé.



7. Soit Hy = {z € C: Re () > 0} . Pour z € Hy, posons I' (z) = [ t*~te~'dt.
Montrez que I' satisfait
I(z) = I'(z+1)
z
pour tout z € Hy et qu’en conséquent I' s’étend en une fonction holomor-
phesur C\Z_,onZ_ ={0,—-1,-2,-3,...}.

La convergence sur Hy suit du fait que |tz_1e_t| = |t§R°(Z)_1e_t’ qui

est clairement intégrable sur [0,00) pour Re(z) > 0. La fonction I' est
holomorphe sur Hy: il est facile de voir que sa dérivée est (z — 1)I'(2)

(on doit faire une petite permutation intégrale et dérivée, mais tout se
passe bien, vu que l'on intégre contre e~!). Ensuite, on a que I'" peut
étre étendue sur {z € C: —1 < Re (2) < 0} \ {0} en ’copiant’ les valeurs
de{z € C:0 < Re(z) <1} et en les divisant par z (cela ne marche pas en 0

car on devrait diviser par 0). Ensuite on étend sur {z € C: =2 < Re (2) < —1}\
{—1} en copiant les valeurs sur {z € C: —1 < Re (z) < 0}\ {0} et divisant

par z et ainsi de suite.



8. Montrez que
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converge sur Hy = {z € C: Re(2) > 1}, et que

1 < 1
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s’étend en une fonction holomorphe sur Hy = {z € C: Re (z) > 0}.

On doit d’abord estimer |— | = . Maintenant, on a que
nslnn n®e(s) In(s) ’

> —+}— converge pour a > 1 (et en fait diverge en a = 1, mais ce n’est
pas la question), car c’est borné par > n% Maintenant, pour montrer
qu’on a 'extension sur Hy on procéde comme pour la fonction (:

dz = d
/2 i lnz 7;2/71 wilnz

Zgn (s)

et on regarde

avec

1 ntl 4 n+1 1 1
gn(s)inslnni/n a:slnxdxi/n <nslnnmslnx>dx

n+1
= / hs (n) — hs (x) dx

avec hs () =1/ (z°Inx). Ona |hs (n) — hs ()| < sUpyepn npq) s (¥)| par
I'inégalité des accroissements finis. Or

d r slogxr+1
— (1/ (21 = —
dx (1/ (2" Inz)) s+ log?
donc
slogz +1 2slog® x 2s 2s
su B (z)] < su —_— = =
Ze[n’fﬂ] | S ()| = xe[n’fﬂ] s+l 1Og2 z| 7 sennt) s+l log2 z s+l pRe(s)+1

ce qui nous donne Y, g, (s) convergente pour Re (s) >0 .



